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Анотація—Розглянуто багаточастотну систему 

диференціальних рівнянь із лінійно перетвореними 

аргументами із різними степенями малого параметра. 

Побудовано усереднену систему рівнянь і одержано 

асимптотичну оцінку осциляційного інтеграла. Метод 

усереднення обґрунтовано з оцінкою також порядку. 

Наведено модельний приклад для ілюстрації 

одержаних результатів. 

Ключові слова—метод усереднення; резонанс; 

малий параметр; лінійно перетворений аргумент; 
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Математичні моделі коливних систем із 
амплітудними        і фазовими      
змінними у класичних працях із нелінійної механіки 
[1, 2] мають вигляд 

  

  
   (       )   (1) 

  

  
     (   )    (       )  (2) 

де   – малий додатній параметр,       – “повільний 
час”, вектор-функції X і Y – періодичні, квазіпе-
ріодичні або майже періодичні за змінними 
        і є степеневими розкладами за малим 
параметром. Такого вигляду системи рівнянь із 
запізненням аргументу досліджуються у багатьох 
працях, зокрема в [3-6]. 

Ефективним методом якісного дослідження і 
побудови наближеного розв’язку системи (1), (2) є 
усереднення за фазовими змінними   при    . 
Отримана на кубі періодів система рівнянь має 
вигляд 

  ̅

  
    (   ̅)    

  ̅

  
   (   ̅)     (   ̅)   

і значно простіша, оскільки рівняння для амплітуд 
не залежить від фазових змінних. 

У даній роботі розглядається задача із запізнен-
ням та малим параметром, який у рівняннях для 
амплітудних і фазових змінних може входити у 
різних степенях, не обов’язково цілих. 

Розглядається система рівнянь із повільно 
змінними частотами вигляду 

  

  
     (       )    (3) 

  

  
    

 ( )

  
     (       )   (4) 

де     [   ]                       

  (    ]   ( )  ( (   )    (   ))       

          ( )  ( (   )    (   ))       

        Сталі                  При 

          одержимо m-частотну систему 
рівнянь стандартного вигляду [3]. 

Відповідна (3), (4) усереднена за фазовими 
змінними система рівнянь набуває вигляду 

  ̅

  
      (   ̅ )   

  ̅

  
    

 ( )

  
      (   ̅ )   

Якщо розв’язок  ̅   ̅( ) із першого рівняння із 
початковою або інщою умовою знайдено, то 
знаходження розв’язку  ̅(   )  зводиться до задачі 
інтегрування. 

Для обґрунтування методу усереднення важливо 
встановити оцінку відповідного системі (3), (4) 
осциляційного інтегралу, який отримаємо після 
підстановки вираз  (   )  з інтегрального рівняння 
для  (   )  в розклад вектор-функції  (       ) і 
набуває вигляду 

  (   )  ∫   
 

 
(    )     (

 

  
∫   
 

 
( )  )   . (5) 

Тут   (       )     
     .  

Функцією  

  ( )  ∑  (    (   ))

 

   

 

задається умова резонансу у системі (3), (4) в точці 
   яка має вигляд 

  ( )         

Якщо      , то одержимо стандартну умову 

резонансу (   ( ))         

для багаточастотної системи диференціальних 
рівнянь без запізнення аргументу.  

Ідея обґрунтування методу усереднення на 
підставі оцінки відповідного осциляційного 
інтеграла належить А.М. Самойленку і розвинута у 
монографії [2] та в інших його працях з учнями. 

Досліджено в роботі питання існування, єдиності 
та побудоввано ефективну оцінку методу 
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усереднення на відрізку [   ]  при досить малому 
значенні малого параметра    (    ]. 

Аналогічно як в [3], доведено оцінку для 
осциляційного інтеграла (5) вигляду 
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 (   
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‖
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де          ‖ ‖  ∑   ‖  ‖
 
         

  
(    ]  Важливо, що одержана оцінка рівномірна 
відносно k і не залежить від  . 

Теорема. Нехай вектор-функції X, Y і   
неперервно диференційовані за всіма змінними до 
порядку mq, визначник Вронського за системою 

функцій { (   )      (   ) } відмінний від нуля на 

[0,L], існує розв’язок усередненої задачі і компо-
нента  ̅( ) лежить в   разом із деяким околом. 

Тоді для досить малого    існує єдиний розв’язок 
системи рівнянь (3), (4),  (   )     ̅( ) і  (   )   
  ̅(   )  і для всіх     [   ]  і кожного   (    ] 
виконується оцінка  

   ‖  (   ̅  ̅  )     ̅(   ̅) ‖   

     ‖  (   ̅  ̅  )     ̅(   ̅  ̅  ) ‖      
         

де      і не залежить від  . 

Модельний приклад одночастотної системи 

  

  
        (      )   (   )       (6) 

  

  
  

    

  
  ( )      (7) 

  ( )   (  )                         

Усереднена задача 

  ̅

  
     ̅( )       

Умова резонансу: 

 ( )  (    )    (     )     

Умова незастрягання в околі резонансу 
виконується, оскільки 

|
         
   

|   (   )     

Оскільки  (   )  (   )    , то 

             
 

  
[(    )   (     )]. 

Випадок резонансу:         ( )   , 
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Нехай             тоді  (   )   ̅( )  
 (√ ), що узгоджується з [3]. 

Для нерезонансної системи: 

          ( )           

| (   )   ̅( )|     |∫    
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Якщо           то 

| (   )   ̅( )|    |    |  

як у випадку одночастотної системи без запізнення. 

Розглянемо систему (6), (7) із крайовими 
умовами 

   (   )     (   )       ( )      

Усереднена задача 

  ̅

  
       ̅( )     ̅( )       

 ̅( )    ̅    (     ). 

Точний розв’язок 
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Похибка методу усереднення 
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Отже, одержано нові оцінки методу усереднення 
для систем із запізненням і різними значеннями 
малого параметра у рівняннях для амплітудних і 
фазових змінних. 
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