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Анотація –  У роботі запропоновано просторове 
узагальнення математичної моделі процесу очищення 
рідини від багатокомпонентних забруднень, де 
основна увага приділяється домінуванню 
конвективних складових над дифузійними. Модель 
враховує зворотний вплив ключових факторів, таких 
як концентрація забруднень у рідині та осаді, на 
характеристики середовища, зокрема пористість і 
коефіцієнт дифузії. Додатково введено спеціальну 
умову перевизначення для визначення невідомого 
малого масообмінного коефіцієнта. Розроблено 
алгоритм розв'язку нелінійної оберненої задачі типу 
"конвекція-дифузія-масообмін", на основі якого 
проведено комп'ютерне моделювання. 

Ключові слова –  фільтрування, багатокомпонентна 
концентрація, конвекція, дифузія, масообмін, 
асимптотика, просторова нелінійна сингулярно 
збурена задача 

I. ВСТУП

Аналіз дослідження [1] показує складну 
взаємозалежність різних факторів, що впливають на 
процеси фільтрації через пористі середовища, які не 
враховувалися в класичних моделях таких систем. У 
роботі [2] було доведено, що форма фільтра відіграє 
важливу роль у процесі фільтрування, оскільки вона 
може як збільшувати, так і зменшувати параметри 
фільтрації, впливаючи на загальну продуктивність. 
Однак на сьогодні відсутні моделі, які враховують 
зворотний вплив характеристик процесу на 
середовище та дозволяють ідентифікувати невідомі 
параметри в процесах очищення рідин від 
багатокомпонентного забруднення. У роботі [3] 
запропоновано математичну модель очищення 
рідини через пористу насадку, яка враховує 
зворотний вплив концентрації осаду на параметри 
фільтрації, причому деякі коефіцієнти процесу 
визначалися експериментально. 

Метою даної роботи є просторове узагальнення 
математичної моделі очищення рідини від 
багатокомпонентного забруднення [4], де домінують 

конвективні складові. Модель враховує зворотний 
вплив ключових факторів (концентрація забруднень 
і осаду) на характеристики середовища (пористість, 
дифузія) і містить додаткову умову перевизначення 
для визначення невідомого масообмінного 
коефіцієнта, а також побудову асимптотичного 
розв'язку нелінійної оберненої задачі.. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧА

Розглядався зернистий (пористий) фільтр, що 
має форму криволінійного паралелепіпеда 
GZ = ABCDA*B*C*D*, обмежений гладкими 
ортогональними між собою в кутових точках і 
ребрах еквіпотенціальними поверхнями 

( ){ }1: , , 0 ,ABB A f x y z∗ ∗ = =z  ( ){ }2: , , 0CDD C f x y z∗ ∗ = =z  

та поверхнями течії ( ){ }3: , , 0 ,ADD A f x y z∗ ∗ = =z  

( ){ }4: , , 0BCC B f x y z∗ ∗ = =z , ( ){ }5: , , 0 ,ABCD f x y z= =z

( ){ }6: , , 0A B C D f x y z∗ ∗ ∗ ∗ = =z . 
Аналогічно до [3] припускали, що частинки 

забруднюючих домішок можуть змінювати свій 
стан (процеси захоплення та відриву, сорбції та 
десорбції тощо), і при цьому концентрації 
забруднень впливають на властивості 
середовища, такого як пористість або коефіцієнт 
фільтрації. При цьому концентрація забруднень 
є багатокомпонентною: 

( ) ( )1, , , ,..., mC C x y z t C C= = = ( ) ( )( )1 , , , ,..., , , ,mC x y z t C x y z t  
де iC  концентрація i − ої компоненти домішки 
( 1,i m= ) у рідкому фільтруючому середовищі. 
Відповідний процес фільтрування для області 
G = GZ × (0, ∞) було описано наступною 
модельною задачею: 
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G

t P x y z t dxdydz tα µ=∫∫∫                      (5) 

де ( , , , )P x y z t  – концентрація осаду у внутрішній 
точці (x, y, z) області G (завантаження фільтра) в 
момент часу t; iβ  – коефіцієнти, що характеризують 
масові об’єми осадження домішок за одиницю часу, 
( )tα  – шуканий коефіцієнт, що характеризує масові 

об'єми відірваних від гранул завантаження частинок, 
( )tµ  – функція, що характеризує масові розподілу 

осаду з часом (знаходиться експериментальним 
способом [5]), (4) – умова пере визначення; σ(Р) — 
пористість середовища ( ( ) ( )0 * , , ,P P x y z tσ σ εσ= − ); 

∇


 — оператор Гамільтона; ∆ = ∇ ⋅∇
 

 — оператор 
Лапласа; Di = d0іε — коефіцієнт дифузії домішки у 
рідині; * ,σ 0id , ε  – тверді параметри 
(характеризують відповідний м'який параметр 

( )Pσ ), що знаходяться експериментальним 
способом, ε — малий параметр (він характеризує 
переваги одних складників процесу над іншими, а 
саме, десорбційні складники та явища 
міжкомпонентної взаємодії цього процесу є малими 
порівняно з іншими його складниками); *

iC (M, t), 

( )0
,0 , ,iC x y z  — достатньо гладкі функції, узгоджені 

між собою на ребрах області G; M — довільна точка 
відповідної поверхні; ϕ −   фільтраційний потенціал 

*
*(0 )ϕ ϕ ϕ< ≤ ≤ < ∞ ; ( ), ,x y zv v v v −

  вектор 

швидкості фільтрації ( ) ,v v ε∗> >>
  κ −   коефіцієнт 

фільтрації. 

III. ВИРІШЕННЯ ПОСТАВЛЕНОЇ ЗАДАЧІ

Розв’язок поставленої задачі з точністю 
( )nO ε  знайдено у вигляді асимптотичних рядів

[3, 4]: 
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де ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , ,c iR t R t R tρ αϕ ψ η ε ϕ ψ η ε ϕ ψ η ε  

— залишкові члени, ( ), , , , ,i jc tϕ ψ η ( ), , ,j tρ ϕ ψ η , 

( )j tα  – члени регулярної частини асимптотики 

( 1, ; 0,i m j n= = ); ( ) ( ), , , , , , , ,i j jП t P tξ ψ η ξ ψ η  — 
функції типу примежового шару в околі φ = ϕ * 

(поправки на виході з фільтра) ( )0, 2j = ,

( ) ( ), , , , , , , ,i j jП t P tξ ψ η ξ ψ η
  

 — в околі φ = ϕ *

(поправки на вході у фільтр) ( )0,2j = , а функції
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 ( )0,3j = — в околах 

ψ = 0, ψ = Q*, η = 0, η = Q* (поправки в околі бічних 
«стінок» фільтра), відповідно; ( )ξ ϕ ϕ ε∗= − , 

( )ξ ϕ ϕ ε∗= −


, ψ ψ ε== , ( )Qψ ψ ε∗= − , 

η η ε= , ( )*Qη η ε= −

  — «розтяги» 
відповідних змінних. 

Для фільтра характерна значна просторовість 
засипки, «поступове звуження» в напрямку від 
входу до виходу, що підтверджується практичним 
досвідом. Крім того, важливою є взаємна 
ортогональність граней уздовж ребер та в кутових 
точках, що значно спрощує процес побудови 
просторового конформного відображення. 

На рис. 1 проілюстровано розподіл 
концентрації 1 2,с с  і ρ  з часом вздовж ліній течії 
для 1 ,L м= 0.28iβ = м2/с, 0 0.0053α = м2/с, 

0 0.51σ = , ε = 0,00097; k = 1; ( ) ( )0 2
1,0 , , 0.016exp ,c ϕ ψ η ϕ= −  

( ) ( )0 2
2,0 , , 0.022exp ,c ϕ ψ η ϕ= − ( )*

1 , , 0.016,c tψ η =  

( )*
2 , , 0.022,c tψ η =  ( )0

0 , , 0.ρ ϕ ψ η =  
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а       b 
Рис. 1. Просторовий розподіл концентрації 1 2,с с  - (a) і ρ  - (b) 
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Рис.2. Розподіл концентрації 1 2,с с  - (a) і ρ  - (b) вздовж фільтра в різні моменти часу 

(для 1 10t =  год, 2 20t = год, 3 30t = год) 
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Рис.3. Розподіл концентрації 1 2,с с  - (a) і ρ  - (b) з часом в різних поперечних перерізах фільтра (для 1 25x =  

см, 2 50t = см, 3 75t = см) 
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Рис.4. Масовий розподіл осаду ( )tµ  - (a) і відповідного масо обмінного 

 коефіцієнта ( )tα  - (b) з часом 
На рисунках 2 і 3 показано розподіл 

концентрацій 1 2,с с  і ρ у часі та в різних 
поперечних перерізах фільтра вздовж ліній потоку. 
В результаті інтерполяції експериментальних даних 
[5], нами отримано масовий розподіл осаду ( )tµ у 
часі (рис. 4а). Залежність масообмінного коефіцієнта 

( )tα від часу представлено на рисунку 4b.
Збільшення масообмінного коефіцієнта з часом 
пояснюється тим, що в даному випадку, при 
експериментально визначеному значенні ( )tµ , під 
час осадження частинок гранули пористого 
матеріалу максимально насичуються домішковими 
частинками. Під дією гідравлічного напору зростає 
ймовірність відриву частинок від гранул до моменту 
завершення ефективної роботи фільтра. 

Порівнюючи ці результати з розрахунковими 
даними, отриманими в [4], видно, що розрахунки, 
засновані на просторово узагальненій математичній 
моделі процесу очищення рідини, можуть як 
позитивно, так і негативно характеризувати процес 
фільтрації, в залежності від форми просторового 
фільтра. 

IV. ВИСНОВКИ

Запропоновано просторове узагальнення 
математичної моделі очищення рідини від 
багатокомпонентних забруднень, де домінують 
конвективні складові. Модель враховує зворотний 
вплив ключових факторів (концентрації забруднень і 
осаду) на властивості середовища, такі як коефіцієнт 
пористості та дифузії, і включає спеціальну умову 
перевизначення для визначення невідомого 
масообмінного коефіцієнта. Розв'язок оберненої 
задачі дозволяє суттєво наблизити числові 

результати до експериментальних даних у 
порівнянні з класичними моделями [5], що 
забезпечує точніше прогнозування та розрахунок 
ефективності осадження домішок у різних водно-
дисперсних системах. Аналіз показав, що форма 
фільтра значно впливає на параметри фільтрації та 
загальну продуктивність. У подальших 
дослідженнях планується моделювання 
фільтраційних процесів за умов неповних даних та 
їх автоматизація (див. [4, 5, 6]). 
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